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SOPRA 


TRIEDRI TRIRETTANGOLI 


I CUI SPIGOLI 


SONO TUTTI NORMALI AD UNA QUADRICA DATA 


i. L'argomento indicato in capo di questa pagina non è 
nuovo: credo tuttavia che non sieno finora state esposte alcune 
proposizioni relative al medesimo, le quali io mi propongo di 
quì dimostrare. 

Sieno A, B, C (vedi figura annessa) tre punti di una qua- 
drica 2, tali che le normali in essi a questa superficie for- 
mino un triedro trirettangolo: dico che il vertice N di questo 
triedro giace sul diametro della quadrica = coniugato delle 
sezioni fatte nella medesima con piani paralleli al piano ABC. 

Infatti, si concepisca l'elissoide ®, che ha il suo centro 
in N, ed i punti A, B, C per tre suoi vertici: questo elissoide 
è inscritto nella quadrica 2 secondo la conica f, intersezione 
di 2 col piano ABC, epperciò il polo P del piano ABC, rispetto 
a =, è pure polo dello stesso piano rispetto a ®. Ne segue 
che la congiungente il punto P col centro G della conica f 
passa pei punti N ed O, centri rispettivamente delle quadriche 
D e >. 

2. La conica f, giacendo sull’elissoide ®, è un’elisse: perciò 
= non può essere un paraboloide iperbolico. Cioè un para- 
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boloide non può essere secato normalmente dai tre spigoli di 
un triedro trirettangolo. 

8. Considerando il parallelepipedo, di cui N A, NB, NC sono 
tre spigoli, il vertice di esso opposto ad N cade in P, e la sua 


diagonale NP è divisa in G dal piano ABC in due segmenti 
tali che è 


NG=-—- GP, 


sl 


Nel caso, in cui la quadrica è un paraboloide elittico, 
detto M il punto in cui esso paraboloide è tagliato dalla NP, 
si ha GM=MP, epperciò allora il segmento NP è diviso nei 
punti G ed M in tre parti uguali fra loro. 

4. Il centro G della conica f è centro di figura del trian- 
golo ABC, poichè manifestamente la tangente ad f in un ver- 
tice qualunque di detto triangolo è parallela al lato di questo 
triangolo, che è opposto a quel vertice. 

Le normali ad f nei punti A, B, C sono perciò disposte 
secondo le altezze del triangolo ABC. 

o. La proposizione inversa di quella dimostrata al n° 1 è 
pur vera. Cioè: se ire delle normali condotte da un punto N 
ad una quadrica 2 incontrano ortogonalmente questa superficie 
nei punti A, B, C, e la congiungente il centro 0 della quadrica 
col punto N passa pel polo P del piano ABC rispetto a 2, 
le dette tre normali NA, NB, NC sono due a due perpendi- 
colari fra loro. 

Infatti, le quadriche omologiche a = rispetto al punto P 
ed al piano ABC, rispettivamente come centro e piano di omo- 
logia, sono tutte iscritte nella ® lungo la conica f sezione 
di ® col piano ABG, ed il luogo dei loro centri è la con- 
giungente il punto P col centro G della conica f. Tale con- 
giungente passa per O, e quindi il punto N, che giace su questa 
congiungente, è centro di una, ®, di dette quadriche. Le rette 
NA, NB, NG sono allora tre normali condotte alla quadrica ® 
dal centro N di essa: queste rette NA, NB, NC sono, in con- 
seguenza, disposte secondo gli assi principali di ®, e sono 
perciò due a due ortogonali fra loro. 

6. Gli spigoli del triedro trirettangolo N, che incontrano 
ortogonalmente la quadrica ® nei punti A, B, C, taglino 
una seconda volta la quadrica stessa rispettivamente nei 
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punti A', B', C': dico che il piano A'B'C' è parallelo al piano 
ABG (1). 

Infatti, si consideri la sezione & fatta in ® dal piano AA'B'B, 
ed il punto Q di concorso delle tangenti a questa conica 
nei punti A e B: la figura ANBQ è un rettangolo, e la sua 
diagonale QN passa perciò pel punto di mezzo H dell'altra 
diagonale AB. Ma la corda AB ha il punto Q per suo polo 
rispetto ad A, dunque la retta QN passa pel centro della co- 
nica h. Ora, la retta QN è manifestamente la polare rispetto 
ad h del punto comune alle corde AB, A'B' di questa co- 
nica Ah: le relte AB, A'B', per conseguenza, sono parallele fra 
loro. Con analogo ragionamento dimostrasi che BC è parallela 
a BC’, e CA è parallela a C'A': il piano A'B'C' è perciò pa- 
rallelo al piano ABC. 

La retta NO incontri il piano A'B'C' in G', e la quadrica 2 
nei punti M ed M'. Per essa retta NO tirisi un piano arbitrario 
secante la quadrica secondo una conica È, e considerisi il qua- 
drangolo iscritto in % formato dai punti, in cui questa conica 
è tagliata dai piani ABC, A'BC. Una coppia di lati opposti 
di detto quadrangolo è secata dalla retta NO nei punti G e Gr: 
un’altra coppia di lati opposti dello stesso quadrangolo è ta- 
gliata da quella retta nel punto N; finalmente la retta me- 
desima taglia la conica $ nei punti M ed M'. Il punto N è 
perciò un punto doppio dell’involuzione, della quale G, G'; 


(1) Questa proposizione potrebbe, anche più direttamente, dimostrarsi 
così : 

L'intersezione della quadrica ® col cono di vertice N, di cui la conica f 
è la linea direttrice, si compone della detta f e di un'altra conica /”. 
Siccome la congiungente i' centri 0 ed N di Z e del cono passa pel 
centro G dell'elisse /, quest'elisse è, tanto per la £ quanto pel cono, 
una sezione coniugata del diametro comune NO delle due superficie, 
e quindi il piano di /' è parallelo a quello di f. Ma i punti A', B', C' ap- 
partengono alla conica f": dunque il piano A'B'C' è parallelo al piano 
ABC. 

Analoga osservazione può tarsi riguardo alla proposizione argomento 
del seguente n° 7. 

Le dimostrazioni però date nel testo, oltre all'essere indipendenti 
dalle proposizioni dimostrate al ni { e 5, si prestano meglio alla dedu- 
zione dei teoremi esposti nei ni 8 e 9 di questa nota. 
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M, M' sono due coppie di punti coniugati: e quindi fra le 
distanze di N ai punti G, G', M, M' sussiste la relazione 

1 1 1 1 

NG NG NM NM 

Nel caso particolare , in cui 2 è un paraboloide elittico, 
uno NM' dei segmenti NM, NM' è infinitamente grande, l’altro 
NM vale (n° 3) 2NG: sarà perciò allora 
2NG+NG'=0, 


ossia, quando è è un paraboloide elittico, il punto N è com- 
preso fra i piani ABG, A B'C’, e dista dal secondo di essi il 
doppio di quanto dista dal primo. 

“. Se i tre spigoli di un {riedro N secano una quadrica E 
normalmente nei tre punti A, B, C, ed una seconda volta nei 
punti A', B', C', in guisa che il piano A'B'C' sia parallelo al 
piano ABG, il triedro N è, generalmente, trirettangolo. 

Infatti, sia h la conica sezione di col piano AA'B'B, e 
sia ( il polo della retta AB rispetto a questa conica. La retta 
ON polare, rispetto ad A, del punto all’infinito comune alle 
rette AB, A'B' è il diametro di A coniugato della corda AB 
di questa conica, epperciò passa pel punto di mezzo H di 
detta corda AB. 

Nei triangoli NAO, NBO rettangoli in A e B sono dunque 
uguali fra loro le lunghezze delle perpendicolari condotte dai 
vertici dei loro angoli retti sulla loro comune ipotenusa NQ: 
tali triangoli sono perciò fra loro congruenti. Ma, salvo il caso 
particolarissimo, in cui il punto N giace sopra un asse di sim- 
metria della conica h, non può essere QA uguale a 0B, e quindi 
sarà QA=BN e QB=AN, ossia la figura QANB sarà un ret- 
tangolo, e l'angolo ANB sarà retto. In simil modo dimostrasi 
che NC è perpendicolare ad NA ed NB: il triedro formato 
dalle tre normali NA, NB, NC alla ® è dunque trirettangolo. 

8. Dalle proposizioni dimostrate negli ultimi due numeri 
deducesi che, se da un punto N sono condotte tre normali ad 
una quadrica 2 nei punti A, B, C di questa, ed una, NC, di 
dette normali sia perpendicolare a ciascuna delle altre due 
NA, NB, queste ultime due sono pure perpendicolari fra di loro. 

Invero, detti A', B',C' i secondi punti in cui le NA, NB, NG 
tagliano la quadrica, nelle coniche sezioni di coi piani 
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AA'C'C, BB'C'C, per essere ortogonali fra loro le normali 
NA, NG; NB, NC, le corde AC, BC sono rispettivamente paral. 
lele alle corde A'C’, B'0', e quindi il piano A'B'C' è parallelo 
al piano ABC. Considerando ora la conica sezione di = col 
piano AA'B'B, le corde AB, A'B' di questa conica sono pa- 
rallele fra loro, epperciò le corde AA',,BB', normali alla conica 
stessa in A e B, sono perpendicolari l'una all'altra. 

9. Gli spigoli di un triedro trirettangolo N incontrino una 
quadrica ® nelle coppie di punti A, A‘; B, B'; G, 0‘, in modo 
che il piano A'B'C' sia parallelo al piano ABG: dico che, se 
due di essi spigoli sono normali alla quadrica nei punti B e GC, 
l'altro sarà normale alla quadrica stessa nel punto A. 

Per dimostrarlo, notisi che, nella conica h sezione del piano 
AA'B'B colla quadrica =, la congiungente il punto N col punto Q 
di concorso delle sue tangenti in A e B è la polare del punto 
all'infinito comune alle corde AB, A'B' di essa conica, epperciò 
passa pel punto di mezzo H della corda AB. À cagione poi 
del parallelismo delle rette QB, NA sono uguali fra loro gli 
angoli QBH, HAN, e quindi il triangolo QBH è uguale al 
triangolo HAN, 

La figura ANBOQ è dunque un parallelogramma, il quale, 
avendo retti gli angoli in N e B, avrà pure retto l’angolo in A, 
e quindi la NA è normale in A alla conica h. Con simile ra- 
gionamento si prova che la stessa NA è anche normale in A 
alla conica sezione fatta in ® dal piano A4'C'C: la NA è perciò 
normale in A alla quadrica =. 

10. Il signor Parnvin, in una sua memoria stampata nel 
fascicolo del settembre 1871 del periodico Nouvelles Annales de 
Mathématiques, si è occupato di trovare il luogo dei vertici di 
un triedro trirettangolo, i cui spigoli sono normali ad una 
quadrica data. Dopo essere arrivato, con un calcolo ingegnoso, 
ma lungo ed intricato, a stabilire tre equazioni, da cui si pos- 
sono ricavare i valori dei quadrati delle tre coordinate di un 
punto qualunque del luogo cercato espressi in funzioni razio- 
nali di una stessa quarta variabile, soggiunge: « il est probable, 
qu'une méthode syntétique pourra conduire plus rapidement 
à ce résultat remarquable, qui se dégage d’une analyse assez 
délicate ». 

Due delle dette tre equazioni si possono ottenere imme- 
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diatamente dalle proposizioni dimostrate ai numeri 1 e 3 di 
questa nota combinate col teorema conosciuto, il quale stabi- 
lisce che il luogo dei punti, da cui si possono condurre tre 
piani tangenti ad una stessa quadrica ® e perpendicolari due 
a due fra loro, è una sfera concentrica alla detta quadrica, 
il quadrato del cui raggio uguaglia la somma dei quadrati 
a°, 6°, c® dei semiassi della quadrica stessa. 
Infatti avremmo allora 


Ob°— 9? + b* + e?, 











ed 
ONZOG-NGZIG-INP=0G—L,0P_0N), 
ossia 
O M° 
SEE ERIC O A E I 
Sede Sd gar 2 Tag TRO 
Onde, fatto 
ON 
FRESE i ed ia mM, 
sarà Ù 
e OLI 
pr pg) 
e quindi 
OM* _20+1 (2) 
TIR ri an LA sala 


Presi gli assi principali della quadrica ®, su cui sono posti 
i semiassi di questa superficie, i quadrati delle lunghezze dei 
quali denotammo con a?, db? e c?, per assi coordinati delle 
®, y e z rispettivamente, sieno X, Y, Z le coordinate del punto M; 
%, y, z quelle del punto N; l’equazione [1] potrà scriversi così 








t+y+2°=(a+b°+c°)p° 0 VIOZO 
Si avrà inoltre 
X_Y_Z 
reca a 
d’onde si ricava 
De y? VA 
OM? _xX+YP+2 ai big 1 
ON° e +y +27 x? y? z2T n? y° zì , 
"AN ina PAR 
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ossia, a cagione della [2], 


03° 4 IA - 
tt pia 2a COLE Asa 

Le equazioni [1'] e [2"] sono, sostanzialmente, due delle 
tre equazioni sovraccennate ottenute dal signor PainvIN nel 
citato suo lavoro. 

La terza delle ora dette equazioni si può dedurre dalle 
proposizioni avanti esposte congiunte al teorema elegantemente 
dimostrato dal signor Dessoves nel fascicolo di maggio del 
1863 del citato giornale Nouvelles annales de Mathématiques, teo- 
rema il cui enunciato è il seguente: 

Se A, B, C sono i piedi di tre qualunque delle sei normali, 
che da un punto qualunque N dello spazio si possono con- 
durre ad una quadrica ©, i quadrati dei semiassi della quale 
sono a?, b?, c°, le coordinate «, 8, y del polo P del piano ABC 
rispetto a &, riferite agli assi principali di questa superficie, 
soddisfanno l'equazione 


(b2 — 09)? (LE) + aL o vo) 


0° cè ne Gala DS 








2__ p2\? via Una 
+ (a Di )=0. 





c? 


Infatti, ammesso questo teorema, siccome, quando le tre 
normali NA, NB, NC formano un triedro trirettangolo, si ha 
altresì 

a +b+yzaa+b+0°, 


sì conchiude che il polo P del piano ABG è posto sul cono 
rappresentato dall’equazione 








2 2 2 LL) 2) b? o 2 2 2 oe 2 2 aa 
(a+ d #o)| | — a) pp Large) siii 


mm 2 


= ae (a— oli (api +eepÈ =o. 

Ora, poichè il vertice di questo cono è nel centro O della 
quadrica 2, da quanto fu dimostrato al n° 1, il punto N è 
posto su esso cono, epperciò le coordinate x, y, z di N veri- 
ficano la relazione: 
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ar + ba a Ls 3Ì ari n)a 5° v° — pala pa 
| SR +0)| Aa a?) c* aa + (a ba 
— (c22+ p+r) buoi (co — a°)° È + (a — ppt =0, 





alla quale si può dare la forma seguente 


'c3 y 


4 (b°c°+c*a2+a? b?) lr a al (12-+y9 +32) 


fiele” 
Violante ai 
d | 


[reo ine fit] 


ossia, tenuto conto delle equazioni |1'] e [2'], la forma 


2(b°+ gar SEL, 091 
pete È 


——— - — n 
- 


ax? + by? + ca=P| (4 b'+ e) 


Ed è questa, leggermente modificata, la terza delle equazioni 
date dal signor Parnvin (1). 


(1) Senza ricorrere al teorema del signor DesBoves, una terza equa- 
zione fra x, y e z si ottiene anche considerando che le rette NA, NB, 
NC sono tre generatrici del cono di 2° ordine, che ha il suo vertice 
in Ne l’elisse / per sua direttrice, e che, queste tre generatrici essendo 
due a due ortogonali fra loro, nell’equazione del detto cono la somma 
dei coefficienti dei termini, che contengono i quadrati delle coordinate, 
deve essere uguale a zero. 

Avendo denotato con #, y e z le coordinate del punto N, quelle del 
punto P sono n; ‘ Di ni se, pertanto, diciamo X, Y, Z le coordinate 


correnti del cono, l’elisse f, direttrice di esso, hu per sue equazioni 


2 2 2 

= +4 1=0 
b° 

sa 23 


e l’equazione del cono in discorso sarà 


pata PE, (Xx) (V_y? (Z—2) 
(rpea Ae n] 
o yz (X-2)x (Y--yy (Z—-z3)z}3 
(1 +42 1) a PALESI OI, ie A ) | =0 
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Se la quadrica > è di rivoluzione, ossia se due, a? e bè, 
delle tre quantità a?, 63, ca sono uguali fra loro, le equazioni 
[1'], [2] e [3] non possono essere soddisfatte, salvo che po- 


nendo 
-0 vò se CE 
a=0, y=0, vie e peo 
Oppure. ==0,. Ya 0) pelli 


Per una quadrica di rivoluzione, dunque, non esistono, oltre 
il suo centro, che due soli punti, dai quali si possano ad essa 
condurre tre normali formanti un triedro trirettangolo. Tali 
due punti, che nel caso della sfera si riducono ad un solo, 
sono posti sull’asse di rivoluzione a distanze uguali dal centro 
della superficie, e diventano immaginari quando, # essendo 
un iperboloide, l’apertura del suo cono assintoto non soddisfi 
alla condizione limite espressa dalla relazione 2a +c2>0. 

Nel caso generale, in cui a3, ba e e sono tre quantità diffe- 
renti fra loro, dalle equazioni [1'], [2'| e [3], fatto per semplicità 


2 
a+b+c=m; bde+cd+abd=n; a'be=p, 








sì ricava 
; 3 Qna dp \ 
PZ 1. ——î\l Lap DES 
iù (a? — bè salmi RENEE RO E rl 
ve m dé jo 


p+l 5) 





P 

x E AR AA 
P uloca 

) p+1 fog 


ossia, in virtù dell’equazione [2], 
Ae ea NESSÙI pe sr 
il 








2p+l a da 
| na Mia da LL 
a* 





i (CL 


Noi dovremo dunque avere 


Pe one 
e (+ pto)t (+4 +7)=0, 
1 


Qp4l 
* vd Pi‘ \ 
OSsla i it cri Vi ICIPEPAO [3]. 


Quest’equazione [3'] non è veramente una delle tre date dal signor 
Palnvin, ma è una conseguenza immediata delle medesime, ed i valori 
di 0°, y° e 2°, che si ottengono dalle [1"], [?"] e [3] espressi per mezzo di p, 
sono gli stessi che quelli a cui è arrivato il detto Autore. 


1? G. BRUNO 


ed ogni valore di p, che rende positive queste espressioni di 
x, y° e 2°, somministra otto punti N, simmetricamente posti 
rispetto ai piani principali di =, della curva luogo dei ver- 
tici dei triedri trirettangoli, i cui spigoli sono normali alla 
detta quadrica. 

11. Proponiamoci di trovare in funzione di p le lunghezze 
dei segmenti NA, NB, NC delle normali a ® compresi fra il 
punto N e le loro intersezioni ortogonali A, B, C colla qua- 
drica. 

A questo fine diciamo A, B, C le accennate lunghezze, e 
prendiamo le rette, secondo cui i detti segmenti sono disposti, 
per assi delle coordinate È., v, <. 

L'elissoide ®, di cui si è parlato al n° 1, ha, allora, per 
sua equazione too og 

stpatoat d.==0, 
epperciò la quadrica =, circoscritta a ® lungo la conica f se- 
zione di ® col E ABC, sarà rappresentata dall’equazione 









5° OA AERGAR  3 
3+5 si La 1T-H vd 4 E ="04 
nella quale H è una quantità, che esprimeremo tosto per 
mezzo di p. 
Le coordinate del centro 0 di ® sono 


H El H 
RR a 


e quelle del polo P del piano AB( sono 





PARO Pa 
avremo perciò ON 
Li SZ REI RU I le SINO) 
3H —1 NP PN ON-0PO_ Loi Ce TT 
a 
d'onde si ricava DIRT. 
— 2p+10 


Sostituendo questo valore di H nell'equazione della 2, essa 
equazione diviene 


A MELI (È < 4 
++ RE 1 pare | +3 +i- a=05 
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Ora è noto che i quadrati dei semiassi della quadrica, rap- 
presentata da questa equazione, sono le radici dell'equazione in £ 





ipienteoie 
pai Qp+l A 
+ (B302+C2A°+-A® BI) Asporto: 
a=g Cal 


e, siccome i quadrati dei semiassi di ® sono dati, e valgono 
rispettivamente a?, b?, c?, ritenendo ad m, n, p i valori loro 
attribuiti nel numero precedente, avremo 


A?+B"+C*° = m (41 —p) 


B20%+C*A°+A?°B*= n re? 
p+i 





alan 
A*B?C* = p 27? 
E pertanto, le quantità A?, B°, C* sono i valori di v, che 
verificano l'equazione 
ut mfp e ai 
p+i Qp+1 
12. La curva luogo dei vertici dei triedri trirettangoli, i cui 
spigoli sono normali alla quadrica =, curva rappresentata 
dalle equazioni [4], è, in generale, del 16° ordine. Ma, quando 
2 è un paraboloide elittico, l'ordine di quella curva si riduce 
al 4°, Le equazioni di essa, nel caso particolare di cui ora 
trattiamo, si ottengono con metodo affatto analogo a quello 
esposto al n° 10: solo non conviene più, allora, prendere per 
quarta variabile, in funzione della quale si abbiano ad espri- 
mere le coordinate di un punto qualunque di detta curva, il 
0 N 3 ; 
rapporto opt: perchè questo, per ogni punto di essa curva, 
ha un valore infinitamente prossimo all’unità. Scegliendo per 
detta quarta variabile la lunghezza A del segmento NP, e sup- 
ponendo il paraboloide elittico rappresentato dall'equazione 
2 è 
net ; 
le coordinate di un punto N, dal quale si possono condurre 
tre normali al paraboloide, le quali sieno due a due ortogo- 
nali fra loro, sono date dalle eguaglianze seguenti 
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A(3h_-k) 3h? 
12(ht_k) 

A Sk —A(3k—h) 
12(h--k) 


2h 





y= 


_—————-  -— un 


Il luogo dei punti N è posto sul paraboloide di rivoluzione 


CNR Sh°+2hk+3k? 
e 16 i 
ed ha, per sua proiezione sul piano delle x ed y, la conica 


E(38— h)at+h(3n—k)y:="%(n—x)?. 

Esso luogo è una linea chiusa, se il maggiore dei due pa- 
rametri h e % del paraboloide sia minore del triplo dell'altro: 
è invece una linea aperta, i cui rami infiniti sono privi di 
assintoti, nel caso opposto. Che se uno dei due parametri del 
paraboloide = fosse uguale al triplo dell’altro, la curva luogo 
dei punti N si comporrebbe di due parabole congruenti alla 
sezione principale di minor parametro della quadrica 2, poste 
in piani paralleli fra loro e simmetrici rispetto al piano del- 
l'altra sezione principale del paraboloide, e coi loro assi pa- 
ralleli a quello del paraboloide stesso. 

Nel caso in cui il paraboloide = fosse di rivoluzione, il 
luogo dei punti N si riduce ad un punto unico, posto sull’asse 
del paraboloide, nella concavità di questo, e distante dal ver- 
tice del paraboloide di una quantità uguale al parametro. 

I quadrati dei segmenti delle tre normali, ortogonali due 
a due fra loro, condotte al paraboloide elittico dal punto N 
della curva rappresentata dalle equazioni [5] individuato da 
un valore dato qualunque della variabile A, sono i valori di 
che soddisfanno l'equazione 


h+k hk 
PR 
“19 








UU + bei. 
L' 








